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Lebenslauf. 



Am 6. April 1862 wurde ich, Hermann Werner, zu Hottel- 
stedt in Sachsen -Weimar als Sohn des dortigen Lehrers Richard 
Werner und dessen Ehefrau Friederike geb. Gerlach geboren. 
Den ersten, vorzüglichen, Unterricht empfing ich Ton meinem nun 
leider verstorbenen Vater und von Herrn Pfarrer Woldemar Labes, 
welcher mich in den Sprachen unterrichtete. Ostern 1875 wurde ich 
in die Quarta der damaligen Realschule L 0. (jetzt Realgymnasium) 
zu Weimar aufgenommen. Den Unterricht in der Mathematik er- 
hielt ich von den Herren Directoren Dr. Leidenfrost und Dr. .Wer - 
nekke. Ostern 1882 verliess ich die Schule mit dem Zeugniss der 
Reife und genügte bis zum 1. April 1883 meiner Dienstpflicht als 
Einjährig-Freiwilliger in Jena, wo ich zugleich an der dortigen Uni- 
versität immatriculirt war. Von Ostern 1883 bis Ostern 1888 studirte 
ich in Leipzig Mathematik und besuchte die Vorlesungen der Herren 
Professoren und Docenten: Klein, Lie, Neumann, Mayer, Schur, 
Dyck, Engel, Study, Hankel, Wundt, Heinze, von Richthofen, 
Biedermann. Ferner nahm ich an den Seminarien resp. Uebungen 
der Herren Professoren Lie, Schur, Dyck, Engel und Hankel Theil. 
Am 12. Januar 1889 bestand ich das mündliche Examen. 

Allen meinen Lehrern, insbesondere aber Herrn Prof. Dr. Sophus 
Lie, fühle ich mich zu grossem Danke verpflichtet. 



Bestimmung der grössten Untergruppen deqenigen projectiven 

Gruppe, welche eine Gleichung zweiten Grades in 

n Veränderlichen invariant lässt. 

Von 
Hermann Werner ans Hottelstedt bei Weimar. 



Die nachstehende Arbeit erledigt ein interessantes Problem aus 
Lie's allgemeiner Theorie der Transformationsgruppen. Ehe wir 
dasselbe formuliren^ wollen wir die wichtigsten von ihm eingeführten 
Begriffe und abgeleiteten Sätze, die im Folgenden benutzt werden, 
kurz zusammenstellen: 

Eine Schaar von Transformationen : 

Xi wBifi{x^ . . . ir»; a, . . . ar) (f=l,...,») 

in den Veranderlichen x^ • - - oOn bildet eine endliche continuirliche 

TransformaiionsgriJf^^ i wenn zwei Transformationen der Schaar nach 

einander ausgeführt wieder eine Transformation der Schaar ergeben. 

Die Grossen a^ . . . ar heissen die Parameter der Gruppe und eine 

Gruppe mit r wesenÜichen Parametern heisst r-gliedrig. 

Eine Transformation heisst infinitesimalf wenn sie die Form 

besitzt: 

Xi' = Xi + ii(x^ . . . Xn)dt (i— l,...,n), 

wobei 8 t eine unendlich kleine Grösse bedeutet. Bezeichnet / eine 
beliebige Function von x^ . . , Xny so ergiebt die Ausführung dieser 
Transformation auf f die folgende Gleichung: 

Lie führt daher 



fi 



als Symbol für die infinitesimale Transformation ein. 
Mehrere, etwa r infinitesimale Transformationen 



n 

X,/-^«5*,-gl («=l,...,r) 
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keissen von einander unabhängig ^ wenn es nicht möglich ist, r Gon- 
stanten c^ ... Cr so zu wählen, dass der Ausdruck 

identisch verschwindet. 

Ordnen sich die Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe paar- 
weise als inverse zusammen, so enthält die Gruppe die identische 
Transformation und r imabhängige infinüesimale Transformationen. 
Die endliche Transformation entsteht durch unendlichmalige Wieder- 
holung der allgemeinen infinitesimalen Transformation. 

Sind X^ff .. .y Xrf r unabhängige infinitesimale Transformationen 
einer r-gliedrigen Gruppe, so bestehen zwischen den X/* Beziehungen 
von der Form: 

(x;-, 2,) = 2.. (x,{f))-x,(Mf)) =2 W^«)-^«(^')> -^ 



1 

r 



1 

wobei die Cint numerische Constanten bedeuten. 

Umgekehrt bestehen zwischen r unabhängigen infinitesimalen Trans- 
formationen X^ff . . .y Xrf die obigen Relationen, so erzeugen die 
Xf eine endliche continuirliche r-gliedrige Transformationsgruppe. 

Hat man zwei r-gliedrige Gruppen Z^ /*,... , Xrf und T^f^..., Yrf 
zu welchen ein und dasselbe System der Cix$ gehört: 

r r 

(X,, Xn) =^'Cin. X., (Yi, r«) =2<^»' ^•> 

1 1 

SO nennt man die beiden Gruppen gleichmsarnrnengesetd oder holoedrisch 
isomorph. 

Zwei m-gliedrige Untergruppen einer r-gliedrigen Gruppe heissen 
mit einander gleicKberecktigt^ wenn sie durch eine Transformation der 
r-gliedrigen Gruppe in einander übergef&hrt werden können. 

Soll eine Gleichung 9>(:r|, . . ., :r») «» eine infinitesimale Trans- 
formation 

gestatten, so muss Xq> ^=^0 eine blosse Folge von 9 «» sein. 

Nach Lie ist es bei Untersuchungen, die sich auf eine Gruppe 
beziehen, von besonderer Wichtigkeit, die grössten Untergruppen zu 
finden. Dieses Problem hat er für die allgemeine projective Gruppe 
in n Veränderlichen erledigt*). In seinem Seminar stellte mir Herr 

*) Unter Lie*8 älteren Arbeiten über Transformationegrappen möge hier 
besonders auf die folgenden verwiesen werden: Göttinger Nachr. December 1874; 
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Professor Lie dasselbe Problem für diejenige projective Gruppe im 
n-fach ausgedehnten Baume ^ welche eine Gleichung zweiten Grades 
mit nicht verschwindender Determinante invariant lässt. Dabei äusserte 
derselbe, dass die betreffenden Untergruppen sich wahrscheinlich 
definiren liessen als die grossten Untergruppen, welche eine gewisse 
ebene Mannigfaltigkeit resp. einen Punkt invariant lassen. 

§ 1. 
Vorbereitimg zur Lösung des Problems. 

Es ist bekannt, dass im n-fach ausgedehnten Räume, im Bn, 
jede Fläche zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante, 

njn + l) 

Mt-1} durch oo * projective Transformationen dieses 12« in sich 
übergeführt wird.*) Ist n eine gerade Zahl, so haben wir zwei 

discrete Schaaren von oo ' projectiven Transformationen, von denen 
die eine Schaar für sich eine endliche continuirliche Gruppe bildet 

und von ^ I* unabhängigen infinitesimalen projectiven Transforma- 
tionen erzeugt wird; die andere Schaar dagegen besteht aus allen 
projectiven Transformationen, welche die beiden Schaaren von grossten 

ebenen Mannigfaltigkeiten auf der Mn-^i mit einander vertauschen, und 
bildet keine Gruppe für sich allein. Ist n eine ungerade Zahl, so 

n(>i-fl) 

haben wir nur eine Schaar von oo ' projectiven Transformationen, 
entsprechend dem Umstände, dass es nur eine Schaar von grossten 

ebenen Mannigfaltigkeiten auf der Jf,L-i giebt, und diese eine Schaar 

bildet eine endliche continuirliche Gruppe , welche von ^ ?" ^ unab- 

hängigen infinitesimalen projectiven Transformationen erzengt wird. 
Um nun die von ^ 7" ^ unabhängigen infinitesimalen projectiven 

Transformationen erzeugte Gruppe der F^ im Bn zu untersuchen, ist 
es erforderlich, dieselbe in möglichst einfacher Form aufzustellen. Es 

giebt oo ' JP, im Bn\ jeder derselben gehört eine Gruppe von in- 

Archiy for Mathematik og Natarvidenskab 1876—79; Math. Ann. Bd. XVI, 1879. 
Eine BystematiBche Darstellong dieser Untersuchungen findet sich in dem soeben 
erschienenen Werke: Sophns Lie, Theorie der TrcMsfomuäumsgruppenj Erster 
Abschnitt, unter Mitwirkung von Dr. Friedrich Engel bearbeitet, Leipzig 1888. 

*) Gayley und Her mite haben bekanntlich die endlichen projectiven 
Transformationen einer Fl&che zweiten Grades im n-fach ausgedehnten Baume 
auf sehr einfache Form gebracht. In dieser Arbeit werden wir durchgängig mit 
infinitesimdlen Transformationen rechnen. 
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finitesimalen Transformationen za. Da jede F^ mit nicht yerschwin* 
dender Determinante durch projective Transformation in jede andere 
übergeführt werden kann, so müssen alle diese Gruppen gleichzusam- 
mengesetzt sein. Wenn wir also gewisse Untergruppen der endlichen 
continuirlichen projectiven Gruppe einer einzigen solchen F^ kennen, 
so können wir auch ohne Weiteres die entsprechenden Untergruppen 
der Gruppen von allen anderen F^ mit nicht yerschwindender Deter- 
minante aufstellen. Wir können also als F^ die Kugel um den 
Coordinatenanfangspunkt: 

(1) x^ + x^ + '^' + xl~l 

annehmen und die allgemeine infinitesimale projective Transformation 
bestimmen, welche diese Eugel in sich überführt. 

Zu diesem Zwecke führen wir die allgemeine projective infinitesi- 
male Transformation Ipi ^ -g-^ ) ' 

n n n n % 

(2) ^i üiPi +22 ^^«^•^* + 2 ^*^*2 ^^^^ 

1 11 11 

auf (1) aus und erhalten : 

n n n n n 

1 11 11 

oder wegen (1): 

n % n n 

^iOiXi +^*^ai^nXiXn +^ibiXi «= 0. 
1 11 1 

Diese Gleichung muss vermöge (1) identisch erfüllt werden, wenn 

(1) die Transformation (2) gestatten soll. Das ist aber nur möglich, 

wenn: 

ai+ 6< — 0, o.,» + ax,< = 0. 

Demgemass erhalten wir die folgenden ^ J" -gliedrige Gruppe: 



(3) 



XiPx — XnPif Pi — Xj^JXjPj 

1 



Man überzeugt sich leicht, dass diese infinitesimalen projectiven 
Transformationen wirklich eine Gruppe erzeugen und die Eugel (1) 
invariant lassen. 

Es giebt nun verschiedene Wege, um das Problem, die grossten 
Untergruppen der Gruppe (3) zu bestimmen, zu lösen, und zwar 
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können wir entweder die Qrufipe (3) selbst oder eine mit derselben 
gleich eusammengesetste Gruppe nntersachen und dann die Resultate auf 
die Gruppe (3) übertragen. 

Solche isomorphe Gruppen sind bekanntlich die allgemeine con- 
forme Gruppe im 12«— i ^uid die Gruppe aller Rotationen um einen 
Punkt im jBm+i« 

Es geigt sich, dass die . UnterstAchung der allgemeinen conformen 
Orttppe erst den Weg eur directen Untersuchung der Gruppe der F^ 
vargeichnet. Deshalb wollen wir uns guerst mit der allgemeinen con- 
formen Gruppe beschäfligen. 

Es ist bekannt, dass die continuirliche Gruppe von projectiven 
Transformationen, welche die Kugel im ü» invariant lasst, durch 
stereographische Projection in die, nicht projective, allgemeine conforme 
Gruppe des Bnr-i übergeht.*) 

Sei nämlich rr« >» — 1 die Gleichung des ebenen Bn^i, so ist die 
stereographische Projection gegeben durch: 

"'-2 -Ar- 2"--'-^' 2"'+^-r^- 



Demnach ist: 






und es ergiebt sich: 

^iP» — ^nPi ^Xi Pn — XnPiy 



t .f 



t f 



xnPi—Xip^^-pl^~hxi^x;p;-\^x}'\piV 



»— 1 



Pn-Xn^J XjPj=^Jx;p;, 
1 1 

(i, «= l,2,...,n — 1). 

Die so erhaltene Gruppe können wir offenbar in der folgenden 
Form schreiben: 



*) Vergl. Felix Klein „Ueber Liniengeometrie and metrische Geometrie'* 
Math. Ann. Bd. V (1871), cf. insbesondere den Satz pag. 267: „T)er Gesammtheit 
der linearen Transformationen des B^^ \? eiche die gegebene M^^i in sich über- 
führen, entspricht im B^__i ein Transformationencyklas, der sich aus dessen Be- 
wegungen, den Aehnlichkeitstransformationen und den Transformationen durch 
reciproke Badien zusammensetzt.** 
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(4) 



— 1--^-»''')'' 



(♦, x = l,2, • • •,n) 



Dies ist wirklich die allgemeine conforme Crruppe des 22» , wie wir 
zeigen wollen. 

Die allgemeine conforme Gruppe oder die Gruppe der redproJcen 
Badien wird gebildet aus allen Translationen^ Botaiionen und der 
Aehnlichkeitstransformation (im engeren Sinne), sowie aus denjenigen 
Transformationen ^ welche aus den Translationen durch Transformation 
der reciproken Badien hervorgehen und welche wir als CircuhManen 
durch Origo bezeichnen wollen. Bei den letzteren bewegt sich nämlich 
jeder Punkt des Bn auf einem Ejreise^ welcher durch Origo geht, d. h. 
die Bahncurven einer Circulation sind Ereise durch Origö. In der 
That, die Bahncurven einer Translation sind alle geraden Linien, 
welche einer bestimmten geraden Linie durch Origo parallel laufen. 
Diese Bahncurven gehen durch Transformation der reciproken Radien 
in sich in Origo berührende Ejreise über; unter diesen Kreisen ist die 
durch die betreffende Translation bestimmte gerade Linie durch Origo 
mitzurechnen. Also ist jede Circulation durch Origo durch eine be- 
stimmte gerade Linie durch Origo festgelegt, ebenso wie jede Trans- 
lation. 

In der That werden die Translationen durch die pi, die Rotationen 
durch die X{ Px — x» Pi und die Aehnlichkeitstransformation durch 

>J XjPß repräsentirt, und es ist nur noch zu zeigen, dass die Circu- 
lationen durch die 



2xi^ XjPj -l^coApi 



repräsentirt werden. Führen wir nun auf die pi die Transformation 

X 

der reciproken Radien a?^ = — ^ — aus, so ergiebt sich: 



1 

n 



9x^^ x/ - 2«^^ XjdXj 

8Xn ' 



also, da 



{%) 



6xt^\f da-, = (Jc4=»): 
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*a:/ = 



2x.* 






n 



ÖXm'^ 



207,0?^ 



C?'^') 



— 2XiXnj 



80 da88 wirklich die Circulationen die Form haben: 



2Xi^ XjPj 

1 



-(2*>7*" 



Wir fuhren der Kürze wegen die folgenden Bezeichnungen ein: 



n 
Pi =Pi, JJ,,, = XiPn — XnPi, S = ^ 



^jPj 



Ci = 2xi ^ XjPj 
1 



-(^^Api- 



Setzen wir fest, dass {/^^^Ofür i4=X; dagegen €,-,js=>l sein 
soll, so erhalten wir durch paarweise Combinatiou der infinitesimalen 
Transformationen: 

die folgenden Relationen*): 

({Pi,Pn) =0 
{Pi, JRy,«) =- «<,/P» — f.-,»-Pj( 



(5) { 



Pi 



{Ci, C) = 

{Ci, -B/,«) = ^ijC» — «,-,x Cj 

(Ci, S) Ci 



{Pi,S) - 

{Pi, C) = 2{B,,i+Bi,,S) 
{Bi,,, S) =0 



Wir erkennen, dass diese Relationen sich nicht ändern ; wenn 
wir — Ci, JJ,-,x, — Sf Pi mit bez. P,-, JR,„, 5, — Q vertauschen. Das 
ist nichts Auffälliges, denn durch Transformation der reciproken 
Radien geht ja P< in — G, Ä,» in üi,«, 5 in — S über: zwei 



*) Die Formeln (6) finden sich in einer Abhandlung von Lie im norwegischen 
Arohiv, Bd. 10, 1886, in welcher überhaupt Untersnchungen über die conforme 
Gruppe, wie auch über die Gruppe einer Fläche zweiten Grades im n-fach aus- 
gedehnten Baume angestellt werden. Lie bezeichnet 12^ ^ mit 8^,^ S mit {/, 



C^ mit V.. 
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Gruppen aber, die durch Transformation in einander übergehen, 
müssen gleichzusammengesetzt sein. 

Im Folgenden betrachten wir Untergruppen, welche durch Ver- 
tauschung von — Ci, Bi^n, — Sf Pi mit bez. P<, 22^,«, S, — d in 
einander übergehen, als gleichberechtigt, denn dieselben werden durch 
eine Transformation der Gruppe in einander übergeführt. 

Die allgemeine conforme Gruppe enthält: 

unabhängige infinitesimale Transformationen und zwar n unabhängige 
infinitesimale Transformationen 0^^' Ordnung (z. B. alle Translationen), 

—^—5 — - + 1 ^^^ 1**' Ordnung (z. ß. die Rotationen und die Aehnlich- 

keitstransformation) und n von 2^«' Ordnung (die Girculationen). 

Aus den Relationen (5) ergiebt sich nun ohne Weiteres, dass die 
Ph Ä,« tind 8 eine {N — n)-gliedrige Untergruppe, die Oruppe äUer 
AehnlichJceitstransfarmaiionen, erzeugen. 

Wir tooUen daher euersl nach aUen [N—nygliedrigen Untergruppen 
der allgemeinen conf armen Gruppe fragen. Es wird sich Beigen ^ dass 
wir damit eugleich alle Falle erhalten^ in denen es Untergruppen mit 
mehr als N — n Parametern giebt. 

Wir werden zunächst zeigen, dass wir immer annehmen können, 

n 

dass gewisse Translationen ^/ ajpj^ die wir als gegeben annehmen, 

1 
in den gesuchten {N — n)-gliedrigen Untergruppen vorkommen. 

Wir weisen nämlich nach, dass alle {N — n)-gliedrigen Unter- 
gruppen, welche keine infinitesimale Translation enthalten, mit der 
Gruppe der P^, 22^,«, 8 gleichberechtigt sind.*) 

Nach dem bekannten Satze: 

Enthalt eine {r—mygliedrige Untergruppe der r-gliedrigen Oruppe 
Zj/*, X^ff . . ., Xrf keine infinitesimale Transformation von der Form 

e^XJ + e^X^f + ' ^ ^ + emXn^f, 

so enthalt sie r — m unabhängige infinitesimale Transformationen von 
der Form: 

m 

^+jf +^ ej^ ^f (i= 1. 2,...,r-'m) 
1 

enthält eine {N — n)-gli6drige Untergruppe, in der keine infinitesimale 



*) Wir verfahren dabei ganz analog wie Lie bei seiner Beetlmmung der 
grÖBsten Untergruppen der allgemeinen projectiven Oruppe. 
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n 

Translation ^/ ajpj vorhanden ist, sicher eine infinitesimale Trans- 



formation von der Form: 

n 



111 

und ebenso giebt es für jeden Werth von i und x eine infinitesimale 
Transformation von der Form: 

1 

Durch Combination dieser beiden infinitesimalen Transformationen 
ergiebt sich aber: 



-^h 



i»jPj 



und da unsere Untergruppe keine infinitesimale Translation enthalten 
soll, so müssen alle btKj verschwinden. 

Endlich muss die Untergruppe noch n infinitesimale Transforma- 
tionen von der Form: 



a+2 



CijPj 



oder, was auf dasselbe hinauskommt, von der Form: 



(6) 






enthalten, denn es ist: 



^^ (2XiXj—2aiXj—2ajXi+2aiaj)pj — ( ^ xß '-2ajXj+a/\ pi 

n / « V n 

2 Xi^ x,pj —(^xApi—2 at^ (xj — a/)pj 

n 

+ 2^aj {{Xj—aj)pi — (X{— ai) pj} 
1 

+ 2ai^ajpj — (^J<^npt. 



10 
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*9 

Gombiniren wir nun (6) mit ^ (xj — aj)pj9 so erhalten wir die in- 
finitesimale Transformation: ' 

sodass wegen (6) folgt: 

Wir erhalten demnach die folgenden infinitesimalen Transforma- 
tionen ^ welche eine {N — n)-gliedrige Untergruppe erzeugen: 



(Xi — ai)pn — (a?« — a;)pi , ^/ {xj — aj)pj , 

1 



Durch paarweise Combination dieser infinitesimalen Transforma- 
tionen überzeugt man sich leicht, dass dieselben auch wirklich eine 
Gruppe erzeugen. Diese Gruppe lässt den Punkt Xj «= aj (j=l,2^..,,n) 
invariant. Für O/ = erhalten wir die Gruppe der Bi^^^ S, Q, welche 
den Anfangspunkt in Buhe lässt Die erhaltenen Gruppen sind also 
mit der Gruppe der P,-, Bi^n, S gleichberechtigt, q. e. d. 

Resultat: Jede {N -- nygliedrige Untergruppe der allgemeinen 
eonformen Gruppe des Bn, in welcher keine infinitesimale Translation 
vorJcommt, besteht aus aUen infinitesimalen Transformationen der con- 
formen Gruppe, welche einen im Endlichen gelegenen Funkt invariant 
lassen und ist daher mit der Gruppe aller ÄehnlichJceitstransformationen 
gleichberechtigt. 

Wir haben demnach nur noch alle Typen von (N — n)-gliedrigen 
Untergruppen zu bestimmen, von denen wir gewisse darin enthaltene 
Translationen als bekannt voraussetzen. 

Von vornherein können wir den Fall ausschliessen, dass alle 
Translationen vorkommen, denn dann wären entweder keine Circula- 
tionen durch Origo vorhanden, in welchem Falle wir die schon be- 
kannte Gruppe aller Aehnlichkeitstransformationen erhielten, oder es 
könnten nicht alle Girculationen durch Origo vorkommen, weil dann 
auch alle 22^,« und S vorkommen müssten. Die Untergruppen aber, 
welche gewisse Girculationen enthalten, sind in ihrer Gesammtheit 
offenbar gleichberechtigt mit der Gesammtheit der Untergruppen, 
welche gewisse Translationen enthalten. 
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In den zu snchenden Untergruppen können also 1, 2, . . . , n — 1 
unabhängige infinitesimale Translationen vorhanden sein und diese 
bilden immer eine Gruppe. Da die Bahneurven einer bestimmten 
Translation alle parallele gerade Linien sind, welche nach einem be- 
stimmten Punkte der unendlich fernen ebenen M^-i gerichtet sind, 
so können wir uns jede Translation durch einen Funkt im unendlich 
Fernen repräsentirt denken. Eine Gruppe von m unabhängigen infini- 
tesimalen Translationen wird dann durch eine ebene Mm-i der unendlich 
fernen ebenen Mn^i repräsentirt 

Nun wissen wir aber, dass zwei Translationen innerhalb der 
Gruppe der Aehnlichkeitstransformationen im Allgemeinen nicht mit 
einander gleichberechtigt sind; denn wäre dies der Fall, so müsste, 
da jede Translation durch einen Punkt der unendlich fernen ebenen 
Mn-i bestimmt ist, jeder Punkt dieser M^^i durch Rotation in jeden 
anderen Punkt derselben übergeführt werden können. Die Gruppe der 
Rotationen lässt aber die Nullkugel, NuU-Jlf ^^^ , invariant. Daher sind 
auch im Allgemeinen zwei m-gliedrige Gruppen von Translationen 
nicht mit einander gleichberechtigt. 

In Folge dessen sind wir genöthigt, bei der Bestimmung der 
grössten Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe einen wesent- 
lich anderen Weg einzuschlagen, als bei Lie*s Bestimmung der grössten 
Untergruppen der allgemeinen projectiven Gruppe*). Bei der letzteren 
Gruppe stützt sich nämlich die Bestimmung der grössten Untergruppen 
auf den Satz, dass irgend zwei Translationen innerhalb der Gruppe 
gleichberechtigt sind. 

Zwei Translationen sind innerhalb der allgemeinen conformen 
Gruppe nur dann mit einander gleichberechtigt , entweder, wenn beide 
durch Punkte der unendlich fernen ebenen Mn^i, welche nicht auf 
der NuU-Jlf^^, liegen, oder beide durch Punkte, welche auf der Null- 
JlfJ|_2 liegen, repräsentirt werden. Zum Beispiel wird p^ repräsentirt 

durch einen Punkt, welcher nicht auf der NuU-Jlf^^, hegt, denn die 
Bahneurven von p^ sind gegeben durch: 

— — ^^ — — BEB ... BEB . 

10 * 

woraus sich durch Integration als Bahneurven ergeben: 

Andererseits wirdjpj -f- ip^ repräsentirt durch einen Punkt, welcher 
auf der Null-Jlf^'_, liegt, denn die Bahneurven von p^ -f" ^JP2 ^^^^ 
gegeben durch: 



*) VergL Math. Ann. Bd. XXV, Theorie der Transformationsgruppen, 
Leipzig 1888, pag. &69. 
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dXi dxt dx^ ^^ 



H 



1 » 

oder durch: 

und das System von Gleichungen: 

^ x^ + ix2 -= 0, a;, = 0, . . ., o;» = 

erfüllt wirklich die Gleichung: 

welche die Kegel- JlfJ_j vom Anfangspunkt nach der Null-Jf^^^ darstellt. 

Denken wir uns jetzt m unabh. infinitesimale Translationen ge- 
geben, so werden dieselben durch eine ebene Jlfm-i der unendlich 
fernen ebenen Mn-i repräsentirt Diese ebene Mn-i schneidet die 
Null-Jf* , nach einer MJ «. 

Wir erkennen ohne Weiteres ^ dass zwei m-gliedrige Gruppen von 
Translationen nur dann mit einander gleichberechtigt innerhalb der 
allgemeinen conformen Gruppe sein können, wenn die eugehörigen 
-^n^s ^^^ derselben Species sind^ d. h. wenn sie entweder beide 
allgemeine MJ_^ oder beide in gleicher Weise ausgeartete M^^ sind. 

Daher ist es nöthig, auf die Ausführungen von Segre*) ein- 
zugehen. Nach Segre ist eine ebene Jfm-i eine Tangential-üf^-i 
der NuU-Jf^^j von der Species a + 1 » wenn die Schnitt- JfJ_j mit 
der Null-J!fJ*_j (a+l)-nial specialisirt ist, d. h. wenn dieselbe eine 
ebene Ma von Doppelpunkten besitzt. Insbesondere ist eine ebene 
Jfm-.i eine gewöhnliche Tangential -Jlfm-.iy wenn die Schnitt -Jlf^^, 
einmal specialisirt ist, d. h. einen einzigen Doppelpunkt besitzt 

Segre zeigt nun, wie man entscheidet, von welcher Species als 
Tangential- Jtfm-i einer JPj ®^^^ vorgelegte ebene Jlfni.i ist, wenn die 
jPj im -Kii-i in n homogenen Coordinaten vorgelegt ist: 

n n 

(7) q>{x) =^^ ai,»XiXn = 0. 

1 1 

Er nimmt an, die Mm-i sei durch m bekannte Punkte 

x\ x"y.. .,a;<"») 
gegeben. Die Schnitt- Jlf^_2 ^^^ dann, wenn wir mit 



m 



Xi=^j,kjX^ (i=l, 2, . . ., w) 
1 
einen allgemeinen Punkt der Mm-^i bezeichnen, in den Variabeln A 
die Gleichung: 

*) YergL Corrado Segre „Studio suUe quadriche in uno spazio lineare 
ad nn numero qnalnnque di dimenaioni'' nelle Memorie della B. Accad. delle 
Scienze di Torino, Serie geoonda, i36, 1885, pag. 22— 88. 
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9(^1^' + K^' + h ^a^'O - 0; 

oder wenn wir einführen: 

n n 

(7a) 9)(ic<«), tx^^) =2''2^ ^''* irl«>Ä:</> 

1 1 
die Gleichung: 

1 1 

Die Determinante dieser Schnitt -Jlf«Lt ist offenbar die folgende: 

q>(Xf x')y fp{x\ ixf'), . • •, q>{Xy ojM) 

^{x'\ x\ q>{x\ X''), . . ., 9)(:r", a:(-)) 

\P) ... 

• * • 

TTann nun diese Determinante , sowie äüe Unterdeterminanten Us 
zur Ordnung m — a verschwinden, so ist dies die nothu^endige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass die ebene Mm^x eine TangerdiaV- 
Mmr-i von den Species a -{- 1 der Fläche (p{x) >» darstellt. 

Wir kehren jetzt zu unserer Aufgabe zurück. Wir setzen voraus^ 
dass die zu suchenden {N — n)-gliedrigen Untergruppen die folgenden 
n — V — (i unabhängigen infinitesimalen Translationen und nur diese 
enthalten (ft und v seien beliebige ganze Zahlen, welche nur die Be- 
dingung n — V — f*>0 zu erfüllen haben) : 

l Pf+SM+l» 1>H-«M+«* " '9 Pn i 

Wir wollen zeigen^ dass wir damit aUe einednen FäUe behandeln. 
Die Translationen (9) werden durch eine ebene Mn-^-fi^i der un- 
endlich fernen ebenen Mn-^i reprasentirt, welche bestimmt wird durch: 

ÜO^ /^^ "^ ^' a?2 = 0, . . ., rcr = 0, x^i + iXr^% ~ 0, 1 
\ rc^Lfs + ia?,4-4'«=» 0, . . ., Är^+g^-i + iXr^2/t = 0. j 

Z. B. wird p^^t -|- ipv^2 reprasentirt durch einen Punkt x' der 
erwähnten ebenen Mf^^jr-fA-i} welcher bestimmt ist durch: 

(1 1) Xi ■= 0, . . ., aSy' B= 0, avf 1 -f- ix^+i = 0, as^Hf-s ~ 0, . • .| a^« «*» 0. 
Femer ist: 

(12) 9) (a?) = a?!« + a:^* ^ h < «= 

die Gleichung y welche die Null- Jf^^^ (als Schnitt der unendlich fernen 

Ebene mit ip{x)'=^G) repiUsentirt. Diese Gleichung ist homogen in 
a?!, . . ., Xn. Es ist also z. B. wegen (11): 

(p(x^ x) ■= avfi + isf^^t- 
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Man erkennt leicht, dass sich in unserem Falle die Determinante 
(8) auf die folgende reducirt: 

00. ..00 ...0 

00. ..00 ...0 



(13) 



... 







... xj+j^+i 












• • • 



. • • 




















... 
.. . 
... 
... 

• • . 

. • . Su_ 



In dieser Determinante verschwinden alle ünterdeterminanten bis 
zur Ordnung n — v — 2ft + l» während nicht alle von der Ordnung 
n — V — 2fft verschwinden. Es ist also: 

9n«=n — V — (i; m — a^^n — v — 2ft + l; 

folglich ergiebt sich: 

a — p — 1, 

d. h.: 

Die Translationen (9) toerden durch eine ebene Jlf»_y_^_i der un- 
endlich fernen ebenen Mn-i repräsentirt, welche eine Tangential- Mn->^,i^\ 
von der Species ft der NuU'M^__^ ist, d. h. die ebene JI£»-y-.^-i hat 

eine ebene Jlf^_i mit der NuU-M^^^ gemein. 

Dieses Resultat zeigt uns^ dass wir unter der Voraussetzung (9) 

wirklich alle Fälle behandeln, denn ft kann höchstens gleich -^ oder 

gleich — r — sein, jenachdem n gerade oder ungerade, und wirklich 

sind die ebenen 

Jlf j resp. M 






s 



die grössten ebenen Mannigfaltigkeiten auf der Null- Jtf^^,- ^^^ ^^^~ 
drücke (9) geben uns also immer an, welche f^lle vorkommen können, 
z. B. zeigen sie uns ohne Weiteres, welches die grössten linearen 
Mannigfaltigkeiten auf der NuU-Jf^^^ ^^ -^6 ^^^P- ^^^ irgend einer F^ 
im IJ5 sind. Nämlich: p^ + ip^^ p^ + ip^^ p^ + ip^ sagt uns, dass fc 
höchstens gleich 3 ist, dass also die gewöhnlichen Ebenen die grössten 
ebenen Mannigfaltigkeiten sind. 

Wir haben bisher stillschweigend angenommen, dass zwei ebene 
Mn^^^ft^i, welche die Null - Jf^*_j nach Jf^*_ _, von derselben Species 

(i schneiden, innerhalb der allgemeinen conformen Gruppe immer 
gleichberechtigte Gruppen von Translationen repräsentiren. Wäre dies 
nicht der Fall, so würden wir unter der Voraussetzung (9) nicht alle 



Gruppentheorie für Gleichnngen 2. Grades mit n Veränderlichen. 15 



Typen von (N — n)-gliedrigen Untergruppen der conformen Gruppe 
erhalten. 

Um nun nachzuweisen, dass dies wirklich der Fall, verfahren wir 
in folgender Weise: 

1) Wir suchen die Anzahl 6 von unabhängigen infinitesimalen 

n n 

Rotationen ^ 




'« ai,»i2f,xi welche eine unendlich ferne ebene Jlf„»r-/i—i 
i" 1 
in Ruhe lassen. Dann geht die ebene Jlf»-y.^.i bei Ausführung aller 

njn^l) ii(n-l) 

oo ' Rotationen in oo ' oder sagen wir lieber in oo'^ ver- 

schiedene ebene Mn^^^^i über , deren Inbegriff gegenüber allen Rota- 
tionen invariant bleibt« 

2) Andererseits suchen wir die Anzahl oo^ der ebenen Jlf||_y_^_i 
von derselben Species fc, welche im Unendlichfernen liegen. 

Ergiebt sich dann s^ <» ^2» ^^ ^^^ ^^^ Nachweis geführt. 

1) Im ersteren Theile der Untersuchung können wir die ebene 
Jtf«...«^^.! des Unendlichfemen durch die ebene Jlf«.^^ ersetzen, welche 
durch erstere und durch den Goordinatenanfangspunkt geht, denn 
irgend eine Rotation lässt entweder beide invariant oder beide nicht 
invariant. Die Gleichungen der ebenen Jüf».^-^ seien: 

(14) a^x — 0, av+2i-i + iXy^%j — 0, 

wo A — 1, 2, . . ., V, j = 1, 2, , . ., fi. 

Führen wir nun auf diese Gleichungen die allgemeine infinitesimale 
Rotation: 



(15) 2ii ^<^i,*{XiPn — XnVi) (wo ai,n •=> — a^.i) 

1 1 
aus, so erhalten wir die folgenden beiden Gleichungen: 



1 1 




I» II 




1 1 
oder: 



a,,. (a, ?Ötö£gd:if!:ü>)) _ <,, (?(5±!^t^^5dl^) „ o 



^ ai,l Xi — ^ ax^n Xn — 0, 






oder: 






(16) 



I 
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Soll (14) die Transformation (15) gestatten, so müssen daher die 
folgenden Bedingungen erfüllt werden ((>=f +2fi+l, i/+2f*+2r-,n): 

ajt,^B»0 an Zahl: v{n — v — 2ft) 

öH-V-i,c + i^+iJ.Q = resp. : p (w — i/ — 2fi) 

aa,H-2y-i+ »öii,H-«>= resp.: v - fi 

resp.: ^ g"~ ' imabhängige 

Relationen, die von den Parametern o^,« erfüllt werden müssen. 
Daher ergiebt sich: 

2) Im 22« giebt es cx)("H-i) (*-«») ebene Mn^ also in der unendlich 
fernen ebenen Jlf»-i (X)("H-i)(»-«»»-i) ebene Jf^. Eine ebene Jf^— i 

schneidet die NuU-Jf«-» nach einer JfJ-a^ welche durch ^^"" ^J^+^) 

Punkte bestimmt ist. Soll die Jlf^-i auf der Nu11-3^m-s liegen, so 
muss die Mf^^i noch einen weitereu Punkt der Null-JlfJLi, welcher 
nicht auf der Null-JIf^'_t liegt, enthalten. Damit also eine ebene Jf^-i 
auf der NuU-JC-, liegt, müssen ig J-^H^ + g) ^ i _ ft(^ + 

Bedingungen erfüllt werden. Daher giebt es oo ~ * 

ebene Jf^ 7on der Species fi in Bezug auf die Null-JIfj,!.2*). Wir 

erhalten also : cx>*« — cx> * ' ebene Jlf»_,^^_i in der 

unendlich fernen ebenen M^^i, Mithin ist wirklich, $1 = ^2^ <1* e* ^^ 

Man könnte nun den Einwand erheben, dass es eine Anzahl von 

discreten continuirlichen Schaaren von ebenen Mn^-^f^ii-i auf der Null- 

Jf^is geben konnte und dass in Folge dessen der verlangte Beweis 
nicht erbracht wäre. Es ist aber bekannt, dass nur die grössten 

ebenen Mannigfaltigkeiten auf der NuU-Jfi^t im Bny wo n eine 
gerade Zahl, also die ebenen üf/u-i« ßwei discrete Schaaren bilden. 
Es ist leicht einzusehen, dass die diesen beiden discreten Schaaren 
entsprechenden Untei^ruppen nicht wesentlich von einander ver- 
schieden sind. 

Wir wollen nur noch darauf hinweisen, dass wir durch den obigen 
Beweis zugleich bewiesen haben, dass ewei ebene Tangential- Mannig- 
faltigkeiten von derselben Species in Bestug auf eine F^ im Rn immer 



*) VergL Segre 1. c. 
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dv/rch eine prcjeäive Transformation m einander übergeführt werden 
können. Die F^ sei die Eugel a?!^ + * * * + ^^i "" 1- Durch stereo- 
graphische Projeetion geht eine ebene M^r-r-fi von der Species ft -{- 1 
in Bezug auf die Eugel des B^+i in eine unendlich ferne ebene 

Mn^^^ft-t des Rm von der Species (i in Bezug auf die Null- Jtf^-t über 
und es entspricht jeder ebenen Mn-'^-./t durch eine der unendlich fernen 
Mn-v-fA-i des Rn eine bestimmte Mn^^^ft des Bn+i von der Species 
fi -f- 1 . Es ist klar , dass die Jtfi»-,-^ des iZ^-i-i durch die allgemeine 
projective Oruppe des Bn^i in derselben Weise vertauscht werden wie 
die erwähnten Mn^^^^ des Bn durch die allgemeine Gruppe von Rota- 
tionen um einen festen Punkt. Jede ebene Jif».v.^ durch eine un- 
endlich ferne ebene itf^-ir.^-.! kann aber in jede andere solche Mn^^-fi 
durch die conforme Gruppe tibergeführt werden^ wie wir zeigen wollen. 
Die ebene Mn-^^^^i xx=^Of a^^+s^-i + t^9+2i «=> wird nämlich durch die 
v-^-ft unabhängigen infinitesimalen Translationen px, p^ij-i + iPH-v 
in andere Mn^-fi übergeführt, welche durch dieselbe unendlich ferne 
Mn-^t^fi^i gehen. In der That giebt es 00^+^ ebene Mn^-^^ft durch 
eine Mn^-^^/i^i im Bn und nicht mehr; dieselben können also wirklich 
in einander übergeführt werden. Damit ist aber unsere obige Be- 
hauptung erwiesen. 

§ 2. 

Bestimmung der grössten Untergruppen der allgemeinen conformen 

Gruppe. 

Im vorigen Abschnitt haben wir endgiltig gezeigt , dass wir unter 
der Voraussetzung (9) alle Typen von {N — n)-gliedrigen Untergruppen 
erhalten, welche nicht mit der Gruppe der Aehnlichkeitstransformationen 
gleichberechtigt sind. 

Wir nehmen also an, die zu suchenden {N — n)'gliedrigen Unter- 
gruppen enthalten die folgenden n — v — (i unabhängigen infinitesimalen 
TranskUionen: 

(17) PH.2i-i + iPH-2/, -P^ (i-l,---,f*; «^-i/ + 2f* + l,..-,n) 
wiüirend keine der Translationen: 

Fl, P,4_2>-i, F^%j (A = 1 ^ . . .^ v) 
vorlcommen soU. 

Wir können also annehmen , in den gesuchten Untergruppen seien 
keine infinitesimalen Translationen von der folgenden Form vorhanden : 



(18) 



^.* «2 Pi "^^ **+«/-> -P'+W-l • 
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Wir verfahren nun in folgender Weise: 

Einerseits suchen wir die Anzahl derjenigen unabhängigen infini- 
tesimalen Transformationen: 

n n V jt 

11 1 1 

welche durch Gombination mit den Translationen (17) keine Trans- 
lationen von der Form (18) ergeben. Da die Translationen mit ein- 
ander vertauschbar sind^ suchen wir also die Anzahl derjenigen unab- 
hängigen infinitesimalen Rotationen JBi,«» die in den gesuchten Unter- 
gruppen vorkommen dürfen; dieselbe sei gleich 6, 

Andererseits suchen wir die Anzahl derjenigen unabhängigen 
infinitesimalen Transformationen (19), welche in den gesuchten Unter- 
gruppen vorkommen müssen; dieselbe sei gleich r. 

Es ist eifdeuchtend, dass wir nur dann Untergruppen der verlangten 
Art erhalten f wenn 6'^t. Die Fälle, in denen 6 < t^ sind also ohne 
Weiteres auszuschliessen. Es zeigt sich, dass dann nur einige wenige 
Fälle übrig bleiben. 

Wir suchen zunächst die Anzahl 6 der möglichen Rotationen. 



Durch Gombination von ^} ^f ai,n Bi,x («1,« = — «»,<) mit den 

1 1 
Translationen (17) erhalten wir die folgenden Belationen: 

/• n n \ n n n 

\ 1 1 / 1 1 1 

( n H N H 

Py+«i~i + iPp+2j9 ^/^* ^<,>-R<,« I «=3 — 2 ^i (arf,y4.«/-i + iai,v+2j) Pj' 

Da nun nach Voraussetzung keine infinitesimalen Translationen 
von der Form (18) vorkommen dürfen , so ergeben sich hieraus fQr 
die at^x die Bedingungsgleichungen (16) (vergl. pag. 16): 

a^,^ = an Zahl: v(n — v — 2(i) 

aA,^2y_i + iax^^tj = resp.: v - fe 

resp. : '^ ^ unabhän gige 

Relationen. 
Das sind im Ganzen: 

2»(*L-JI _ ^ = ^(n-r-2fi) + ^(n-i;-2fi) + v - (i + J^'^^ 
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unabhängige Relationen, die von den Parametern a«,» erfüllt werden 
müssen. Also ergiebt sich: 

(20) tf = ^(!LlJl_(^ + ^)(„_^_^) + JtOtill).. 



2 



Wir wollen gleich die anabhängigen infinitesimalen Rotationen, 
welche vorkommen können, aufstellen. Dabei bereitet nur die letzte 
der Belationen (16) einige Schwierigkeiten. 

Bezeichnen wir: 



9 

9t 

92 > 



1,2,.- ;v; 



3 



1,2, 



*»; 



i/ + 2^+l, V + 2H + 2, 



n 



so erhalten wir etwa: 



^i,.i. 



(21) 






an Zahl: 

»(»— 1) 
2 

{n — v — 2ft) (n — y — 2/it — 1) 

2 

ft(n — V — 2fx) 



2 ^ 



r ^ i -^H-Wi- 1, H-a/«-i + * Ä'+Ä/i-i , y+«>» ) davon ^^^^ — ^ un- 
\i?y+8i,, v+8/,-1 + *Ä4-«/o «'+«/. J abhängige. 

Wir konnten die letzteren fi(fi — 1) Rotationen (21a) anch so 

schreiben : 

unabhängige an Zahl: 

7? ß ft(tt— 1) 

Wir erkennen aber^ dass es nicht möglich ist, von den letzteren 
nur die anabhängigen infinitesimalen Rotationen allgemein hinzu- 
schreiben, dass dies vielmehr nur in jedem einzelnen Falle möglich 
ist. Wenn wir daher im Folgenden die fi(ft — 1) Rotationen (21a) 
schreiben, so müssen wir uns immer erinnern, dass davon nur 

^ \S^ unabhängig sind. 

2* 
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Z.B.: 

lassen die folgenden Rotationen zu: 

^12> ^34> ■ßlS + *^237 -^14 + ^^24» -^13 + »-ßl4> ^^23 + *^4- 

Wegen: 

sind dies jedoch nur 5 unabhängige Rotationen. 

Man kann leicht verificiren, dass die Zahl der unabhängigen 
Rotationen (21) wirklich denselben Werth von <f wie (20) ergiebt. 

Nach dem Vorhergehenden ist es klar, dass keine infinitesimale 
Rotation von der folgenden Form vorkommen darf: 



(22) B = 



1 v^fi+l 



y+2/i+l 1 



►• 



+^.s 



«H-^ii-^ H-«>«-i -Kh-Vi-i» H-»/i-i 



In der That, es ist: 



(P^, -B) — — ^^ ai,e -Pi + ^ «e.^+»i-^ •'V+v-i ^ 

1 1 



,-iPi + 2^ 



«H-2y,-i,i'+2y-i Pi4-2y-i. 



Solche Translationen können aber nach Voraussetzung nicht vor- 
kommen. Daher ergiebt sich, wie man leicht einsieht, dass alle 
Coefficienten a in (22) verschwinden müssen, dass also wirklich keine 
Transformationen von der Form (22) vorkommen können. 

Dass die Aufstellung der Rotationen (21) richtig ist, erkennt man 
daraus, dass sich durch Combination der Translationen (17) mit den- 
selben immer wieder Translationen (17) ergeben. 

Man kann ferner leicht verificiren, dass die Rotationen (21) eine 
Gruppe erzeugen, was selbstverständlich ist. Wir erkennen also, dass 
wir zugleich mit der Bestimmung von Untergruppen der conformen 
Gruppe Untergruppen der isomorphen Gruppe der Rotationen er- 
halten. 
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Es ist nur noch hervorzuheben, dass in den zu suchenden Unter- 
gruppen zu jeder der Rotationen (21) als additive Glieder Translationen 
von der Form (18) hinzutreten. 

Nachdem wir nun 6 bestimmt haben, bleibt uns noch übrig, 
t zu finden. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an den bekannten Li e* sehen 
SaUf*): 

Eine (r — mj-gliedrige Untergn^pe der r-gliedrigen Crruppe 
X^f, Xj/*, • • •, Xrf enthält mindestens q — m unabhängige infini- 
tesimale Transformationen von der Form: 

In unserem Falle ist g = v -}- jt -f- 7" ^^ , w = n. Folglich 

erkennen wir ohne Weiteres, dass es in den gesuchten (N — n)- 
gliedrigen Untergruppen mindestens: 

(23) ^ = J^fiL^ + v + ^-n 
unabhängige infinitesimale Transformationen von der Form (19): 

n n V u 

2 2 ^''* '^•'* +2 ^^^^+2 ^'^^^-^ p^+^j-i 
11 1 1 

geben mi^s. 

Nach dem pag. 18 Gesagten erhalten wir nur dann Untergruppen 
der verlangten Art, wenn (f^z, wenn also: 

n(n— 1) / I \ /_ \ I i*(^ + l) ^ n(n — 1) , , 

oder: 

(24) („ + ^_i)(n-v-p)^J^^ei^. 

Wir unterscheiden jetzt zwei Falle: ft == und fi > 0. 

I. ^ «B 0. Nach (24) muss sein: 

(v — 1) (» - v) < 0. 
Diese Bedingung wird nur durch i/ «» oder i/ = 1 , n beliebig, 
erfüllt. Den Fall i/ = 0, ft c» haben wir aber von vornherein aus- 
geschlossen. Es bleibt also nur der eine Fall näher zu untersuchen: 

1) i; = 1, ^ = 0, n beliebig, 6 — (** - ^H^ - «) „ ^^ 

II. fi > 0. Die Maximalzahl von v ist dann n — 2(a, also 
muss sein: 

*) Vergl. Theorie der Transformationsgruppen, Leipzig 1888. 
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Setzen wir dies in (24) ein, so muss um so mehr sein: 

oder: v + f* — 1 ^ "2^ 

(25) oder: 2t/ ^3 — je. 

Daraus folgt nun ohne Weiteres, dass es für f* > 3 keine Unter- 
gruppen der verlangten Art giebt. 

Wir haben demnach nur noch die folgenden 3 Fälle zu behandeln : 

a) fi — 1. Aus (25) folgt v = oder v = 1. Aus (24) folgt 
für t/=0: n beliebig, für v^=>l: n=l,2,3. Da immer v+2ft^n 
sein muss, so kann n nur gleich 3 sein, wenn i/*= 1. Wir erhalten 
also nur die folgenden beiden Falle: 

2) t; = 0, ft=l, n beliebig, a = (**-^Hn-2) ,^ i „ ^ ^ ^^ 

3) i/ = l, f*— 1, n«=3, <y = 2«=r. 

b) ft = 2. Aus (25) folgt V = und aus (24) w ^ 5. Wegen 
n>2(i erhalten wir nur die folgenden beiden Fälle: 

4) t;c=0, f* = 2, w = 4, <y = 5 — r+l. 

5) v«=0, f* = 2, n«=»5, <y = 7B=,ir. 

c) fi — 3. Aus (25) folgt v = und aus (24) 2(n-3)^6 

oder n ^ 6. Wegen n ^ 2f( kommt aber nur der folgende Fall in 

Betracht: 

6) i/ = 0, 11 = 3, n — 6, <y = 12 — r. 

TFir %a&en dewwckJÄ die Bestimmung aller {N — n)'gliedrigen 
Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe auf die Behandlung 
von 6 specieUen Fällen reducirt. 

Wir sehen, dass entweder <y = r oder <y = r -f- 1 ißt. 

In den Fällen, in welchen <T>»r, giebt es keine Untergruppen 
mit mehr als N — n Parametern; denn gäbe es z.B. eine (JV— w+1)- 
gliedrige Untergruppe in einem solchen Falle, so müssten r -f~ 1 ^ui- 
abhängige infinitesimale Transformationen von der Form (19) vor- 
kommen; die Zahl 6 bliebe aber dieselbe. Das giebt aber einen 
Widerspruch. Analog erhalten wir in den Fällen, in welchen iTBar-f' ^; 
höchstens Untergruppen mit N — n -}- l Parametern, aber keine 
grosseren. Es ist noch hervorzuheben, dass wir hier alle Typen von 
Untergruppen mit mehr als JT* — n Parametern erhalten, denn eine 
solche Untergruppe enthält sicher mindestens eine infinitesimale 
Translation. 

Aus unseren bisherigen Betrachtungen folgt also ohne Weiteres 
das Theorem: 
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Die N-gliedrige allgemeine confortne Gruppe des ü» enthält keine 
Untergruppen mit mehr als N — n + 1 Parametern. 

Wir wollen nun die 6 übrig gebliebenen Falle einzeln untersuchen : 
1) v = 1 , fi »» Oy n beliebig, 6 ■= 2 *^ ^' 

Es kommen die folgenden infinitesimalen Translationen vor: 

Nach unseren allgemeinen Betrachtungen müssen dann auch die 
folgenden infinitesimalen Transformationen vorkommen: 

Ä,« + ai,n Pi (i, X = 2, 3, . . •, n), 
während keine von der folgenden Form vorhanden sein darf: 

n 

Da dies gerade n unabhängige infinitesimale Transformationen 
sind, so müsste die gesuchte Untergruppe nach dem pag. 8 an- 
geführten Satze eine infinitesimale Transformation von der Form ent- 
halten: 

2 
Dann müsste aber auch vorkommen: 

I P2, C, + a,Pi + 2 ^^'* ^'>*) ~ '^^'^^ " «''« ^J- 

Da aber eine solche Transformation nicht vorkommen darf, so 
erhalten wir in diesem Falle keine Untergruppe der verlangten Art. 

2) i/ = 0, f* = 1, n beliebig, 6= (♦*-'Hn-2) ^ ^ ^ ^ ^ ^^ 
Es kommen die folgenden infinitesimalen Translationen vor: 

P, + iP2> Ps» • • 'f P«' 

Wir haben zwei Fälle zu unterscheiden: 

a) n > 2. Es darf keine infinitesimale Transformation von der 
Form: 

n 

2 «1.? "B11? + »1 Pi ((» -= 3, . . ., w) 

3 

vorkommen, also auch keine von der Form: 

n 

Gi + 2 "'•? -^''f + "« ^« » 



I 
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denn es ist (qi c=s 3, • • •, n): 

( Pgn Ci + ^ »1,^ Ä,^ + »1 ^1 ) "^ 2iJi,^^ — ai.^, P, . 

Da also n unabhängige infinitesimale Transformationen nicht 
vorkommen können , eo erhalten wir in diesem Falle keine Unter- 
gruppe mit mehr als N — n Parametern. 

Demnach erhalten wir das Theorem: 

Die N-gliedrige allgemeine con forme Gruppe des Bn enthäUf wenn 
wir vorläufig vom R^ und B^ absehen ^ keine Untergruppe mit mehr 
als N — n Parametern. 

Wir wollen nun die (N — n)-gliedrigen Untergruppen aufsuchen, 

von denen wir P^ + ^A; ^c(^ "" ^> " ' *> **) schon kennen. Nach 
dem Vorausgehenden müssen dann auch infinitesimale Transformationen 
von den folgenden Formen vorkommen: 

(Bi.t +^,Pi, 
Bi,Q + iBi,^ + f^P,, 

8 



s 

n 



Es ergiebt sich: 
(Ä.« + «1 Pi» ■Bft.ei+ V «• -Pi) "■ **i. «I -Pj » 



also: «j = 0, «j„ 



0. 




n 




■P?i+ 2a, J?i.?i— ai,o.Pi, 



also: aj = 0, ai,Q «= 0. 



^P,., Cj + 6. C, + 2 ^i.«^i.»+*2 J*iV2(B,„.+6,iJ,.,.)-6x.^P„ 



also: 6i «= — i, 6i,^ «= 0. 
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Für n > 3 verfahren wir in folgender Weise weiter: 

also: Ci — 0, Ci,^ =» 0. 

also: a^ = 0, Cj = 0. 
(S, C, - W, + 6jP,) - 0, - iCi - &,P„ 

also : &2 ~' 0- 

also : €| «3 0. 
Wir erhalten demnach die folgende {N — n)-gliedrige Untergruppe: 



(p» Pi; P2 "3, • • •, n) 



Diese Untergruppe lässt x^ -f" ^^2 '^ 0; ^^^ ®^® Tangential- 
Jlf^i des Null-Kegels x^^ + a?2^ + • • • a?n^ «= invariant. Die er- 
haltene Gruppe ist mit der Gruppe aller Aehnlichkeitstransforo^ationen 
gleichberechtigt und nicht als ein neuer Typus zu betrachten« 

Für n «a 3 kennen wir die folgenden infinitesimalen Trans- 
formationen: 

Durch Combination je zweier dieser Transformationen kann man nur 
bestimmen: 

Es bleibt also ein willkürlicher Parameter übrig. Wir werden spater 
einsehen, dass wir in diesem Falle keinen neuen Typus erhalten. 

b) n "» 2. In diesem Falle wollen wir die (N ^ n)-gliedrigen 
Untergruppen nicht bestimmen, da wir sogar eine {N — n -|- 1)-| resp. 
5-gliedrige Untergruppe erhalten. 

Es kommen etwa die folgenden infinitesimalen Transformationen vor: 

Pt + iP,, JBm + a,P„ S + a,P,. 0, + a,P,, C, + a,P,. 
Es ergiebt sich nun: 

(Pi + iP,, C^ + a^P,) 2Bi,„ also: a, - 0. 

(jBi,s, S + aj P,) — — «2 P2 , also : a, — 0. 

(S, Oi + asP,) — Ci-aaPj, also: a, — 0. 

iß, C2 + a^Pi) = C^ — a^Pu also: a^ — 0. 
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Wir erhalten demnach die folgende 5- gliederige Untergruppe der 
conformen Gruppe des R2I 



(26) 



^i+i^if -Bi,»! S, C^, Cj 



Diese Untergruppe lässt x^ -f' ^^2 '^ ^» ^^^ ^^^^ gerade Linie 
durch einen der beiden Nullpunkte , invariant. 

3) v— 1, f* — 1, n — 3, er — 2 — r. 

In der gesuchten 7-gliedrigen Untergruppe kommt vor: 

während keine infinitesimale Transformation von der folgenden Form 
vorhanden sein darf: 

Dann müssen auch Transformationen von den folgenden Formen 
vorkommen: 

|Ü2,8 + fi P, + «2 P?» 

S + a^P^ + a2P2 + «M J*i,«> 

l C3+ djPi +d2P2+rf,,2BM. 

Durch Combination von je zwei solchen Transformationen kann 
man zeigen, dass ein Theil der Parameter €f a^h, c^ d verschwinden 
musS; dass sich aber einige der Parameter auf diese Weise nicht w^eg- 
scha£fen lassen. Noch schlimmer wird dies in den Fällen 4) und 6), 
wo noch viel mehr Parameter vorkommen. 

Da nun die Vereinfachungen, die wir hier erzielen können, nur 
durch unerquickliche Rechnungen geleistet werden und trotzdem will- 
kürliche Parameter in den gesuchten Untergruppen zurückbleiben, so 
wollen wir uns hier darauf beschränken , die Typen von Untergruppen 
für die Fälle 3), 4) und 6) anzugeben. 

Bei der Bestimmung der grössten Untergruppen der Gruppe der 
F2 wird sich dann zeigen, dass wir Typen von Untergruppen er- 
halten, die den hier aufgestellten vollständig entsprechen. 

Im Falle 3) erhalten wir die l-gliedrige Untergruppe der con- 
formen Gruppe des B^: 



(27) 



P2 + *P3I Ä,8, i?M + i-Bl3, S, (?!, Cj, Q 



Diese Untergruppe lässt x^ => 0, 0^2 -f* ix^ «" 0, eine Erzeugende 
des imaginären Kreiskegels x^^ -f ^2^ + ^3^ "^ 0; invariant. 
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4) 1/ = 0, (» = 2, n = 4, er = 5 = r + 1. 
Wir erhalten die 12 -^{»edri^a Untergruppe der conformen Gruppe 



des B^: 



(28) 



J^t+*^2> ^S + *^4> ■'^l.«; -^3,4, Bl,S'+iA.3| Ä,4 + *Ä,i; 

-Bi,s+i2Ji,4, S, Gl, C,, C,, C,, 



Diese Untergruppe lässt die ebene Jifj X| -f tXj = 0, ^3 -f'^^4 "^ ^ 
invariant y welche durch eine Erzeugende der Null-itf,^ hindurchgeht. 

5) 1; = 0, (* o« 2, n = 5, er — 7 = r. 

Wir erhalten in diesem Falle keine 16- gliedrige Untergruppe der 
conformen Gruppe des R^, 

Nämlich, es kommen die folgenden infiuitesimalen Translationen 
vor: 

P, + tP„ Ps + iP«, P„ 

während keine infinitesimale Transformation von der folgenden Form 
vorhanden sein darf: 

Dann müsste aber etwa eine Transformation von der folgenden 

Form vorkommen: 

Ci + P. 
Es ist aber: 

(P5, C,+P)~ 2JJ,,5 - ai,5P, - a8,5P3. 

Eine solche Transformation darf jedoch nicht vorkommen ^ wir 
erhalten also in diesem Falle keine Untergruppe. 

6) v = 0, (* = 3, n = 6, er — 12 — r. 

Wir erhalten die 22 -gliedrige Untergruppe der couformen Gruppe 
des jß^: 



(29) 



Pi+»P2> P3 + *P4> ^b + i^t* ^y ^\i ^29 Q» f^4} Q; ^6; 

ü|,2, ■Bs.i; -BöjC, iJl,3+*Ä,3| -Rg^S + ii?2,4| Ä,3 + i-Bl,4i 
-Bl,5 + *^B2,5» -Bl,6 + iJi2,6; -Rl^ + *-Bl,6> -Rs,6 + ^-84,5; 

-83,6 + iÄ^G; -83,5 + *-B3,6« 



Diese Untergruppe lässt die ebene Jifj ::r, -f-^^2'^0; X3-fia;4«»0, 
X5 -{- ^^6 '^ ^ invariant^ welche durch eine grösste ebene Mannig- 
faltigkeit, eine jSfj, der Null-Jifi^ hindurchgeht. 

Wir erhalten demnach als Resultat das folgende 

r#i -4- 1^ r#i -A- 2^ 
Theorem: Die o -gliedrige allgemeine conforme 

Gruppe des Bn besitzt^ wenn n «» 3 oder n > 4 voraiAsgesetst unrd^ 
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keine continuirliche Untergruppe mit mehr als ^wH- )(♦*+ ) _ ^ Parch 

meiern. Und zwar ist jede grösste Untergruppe mit der Gruppe aUer 
Äehfdichkeitstransformationen innerhalb der conformen Oruppe gleich- 
berechtigt. Nur für » = 3 und n = 6 erhalten wir noch einen zweiten 
Typus von grössten Untergruppen, welche dadurch charakterisirt sind, 
dass bei ihnen eine ebene M^ resp. jSf,, welche durch eine grösste ebene 
MannigfaitigkeH^ Punkt re^. ebene üf,, der NuU*M^^_^ hindurchgeht^ 
invariant bleibt. 

Für n «s 2 und n «» 4 erhalten unr dagegen Untergruppen mit 
einem Parameter mehr und diese sind uneder dadurch charakterisirt, 
dass bei ihnen eine ebene M^ resp. üf,, welche durch eine grösste ebene 
Mannigfaltigkeit^ Punkt resp. Gerade, der NuU-Ml^^ hindurchgeht^ 
invariant bleibt. 

§3. 

BestimiiiTUig der grössten üntergrappen der aUgemeinen projeotiven 

Gruppe der F^. 

Mit der Untensuchung der allgemeinen conformen Gruppe haben 
wir zugleich den Weg gefunden ; um die Gruppe von projectiven in- 
finitesimalen Transformationen, welche die F^ im 22^ gestattet; direct 
zu untersuchen. Wir zeigten, dass diese Gruppe sich auf die einfache 
Form bringen lässt: 



(30) 







n 










Qi^ 


=Pi 


1 
(i, X— 1, 


• • •> 


■ 

n) 


OOiPn 


— XnPi 



Bezeichnen wir die infinitesimalen Rotationen der conformen Gruppe 
des Rn-i mit iJJ,« (i, x -= 1, . . ., n — 1), so können wir das gegen- 
seitige Entsprechen der infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
der 2^2 ^^^ ^^^ allgemeinen conformen Gruppe durch die folgenden 
Relationen ausdrücken (vergL pag. 5): 



(31) 



B,.»=P,+i-C.; Qi^Pi-\Ct,Qn^8 



Ili^U = Iii,K\ 

(i, X = 1, . . ., n — 1) 



iiJ,Jt=i?<, 



Die Zusammensetzung der Gruppe (30) ist durch die folgenden 
Relationen gegeben («<,« = für i4= x; ^f,< = O'- 
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Wir wollen znnachst die Bahncunren der Qi bestimmen. Es ergiebt 

sich für «.^-^-a.,2'*>-^-- 

1 




also erhalten wir als Bahncurven etwa: 
(33) o;.* + CjXs'^ = 1 , 

wofür wir auch schreiben können: 

X? + ünX»^ =1, Xu + ajXj = 0, 

wo j beliebige, i, x aber bestimmte von den Zahlen 1, . . ., n sind. 
Unter diesen Kegelschnitten ist eine einzige doppeltzählende Gerade 



und zwar eine Gerade durch den Mittelpunkt der Eugel 



iCj «= 0, fl?2 "^ 0* • • • > Xi^i ^ 0, Xi^i «s=s 0, . . ., ic« ^ 0. 

Diese Gerade hat mit der Eugel die Punkte 

iCj "= 0, . . ., Xi^i ■=■0; a;<«=+ 1, 5f,-+i ^ 0, . • ., ^m «a 

gemein. Ebenso gehen alle Kegelschnitte (33) durch diese beiden 
Punkte. Wir erkennen also, dass die Bahncurven einer infinitesimalen 
Transformation Q alle Kegelschnitte sind, welche die Kugel in den- 
jenigen beiden Punkten berühren, welche Schnittpunkte eines besHmmten 
Durchmessers mit der Kugel sind. Demgemäss ist es klar , dass jede 

infinitesimale Transformation ^JajQj durch einen bestimmten Durch' 

1 
messet der Kugel repräsentirt wird. 

Z. B. ist der infinitesimalen Transformation <?i -f* * ^2 ^^^ Durch- 
messer: 

fl?i + ix2 = 0, OTj «-= 0, . . ., a:n = 

zugeordnet. In der That lasst Qi -f- i Q, dieses Gleichungensystem in- 
variant, wie man sich leicht überzeugt. 

Unsere Gruppe (30) hat nun .!LÖL:il). + n «= ^('' + ^^ Parameter. 

Uebertragen wir die im vorigen Abschnitt für die allgemeine conforme 
Gruppe endgilig gefundenen Theoreme (pag. 23 und 24) auf unsere 
Gruppe, so erhalten wir die beiden folgenden Theoreme: 

mTm -4- 1^ 

Die ^ ^ ' -gliedrige prqjedive Gruppe der F^imBn enthalt keine 

Untergruppen mü mehr als -?i?!i±ll - n -f 2 -= -?i(!LZLlI + 2 Para- 
metern. 
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Die ^ ^ — gliedrige projedive Gruppe der F^ ittf Bn enthält j 
wenn wir vom R^ und B^ absehen ^ keine Untergruppen mit mehr als 
^(^ + ^) _n+l- ^^V^^ +1 Parametern. 

Wir wollen daher zunächst alle \ 7^ + l)-gliedrigen Unter- 
gruppen der Gruppe (30) bestimmen. Es wird sich zeigen, dass wir 
dabei auch alle \ ^ '^" 2)-gliedrigen Untergruppen erhalten. 

Nach dem pag. 21 angeführten Satze ist es sicher, dass eine 
^.ÜÜIZÜ- -j_ 1^ gliedrige Untergruppe mindestens eine infinitesimale 

Transformation ^/ aj Qj enthält; umsomehr muss dies bei grosseren 

Untergruppen der Fall sein. 

Wir setzen daher voraus, dass wir die folgenden infinitesimalen 
Transformationen der gesuchten Untergruppen bereits kennen: 

(34) e^a^i + tÖ.+«i, ö^. 

(i— l;2,...,f*; Q—v+2(i + l, i;+2/t+2,...,n) 

während wir zugleich wissen, dass keine infinitesimale Transformation 
von der folgenden Form vorkommen darf: 

(35) ^axQx +^a.+2^ie^2y-i (A— 1,2, .. ., v). 

1 1 

Es kommen dann nothwendig auch die folgenden infinitesimalen 
Transformationen vor: 

l+*(-BH-«Ai*+«i.-i+*-'^+«/i, >+«/.) 1 

Wir behandeln unter der Voraussetzung (34) wirklich alle Fälle, 

n n 

denn wir haben gesehen, dass ^} a< Qj und ^/' ajPi durch dieselbe Ge- 

1 1 

rade durch den Coordinatenanfangspunkt und also auch durch den- 
selben unendlich fernen Punkt repräsentirt werden. Daher gelten für 
<lie Qi genau dieselben Betrachtungen,' wie wir sie für die Pi früher 
(pag. 11 — 17) ausgeführt haben. 



(36) 
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Es sind nun verschiedene Fälle zu unterscheiden, jenachdem nam- 
lieh mehrere^ oder nur eine^ oder gar keine der infinitesimalen Trans- 
formationen Q^ vorhanden sind. Es wird sich zeigen , dass sich der 
letzte Fall am schwierigsten erledigen lasst. Im ersten Falle ist 
1/ + 2/t < n — 1, im zweiten i; -J- 2/t «- n — 1 und im dritten 

1) i; + 2f*<n-l. 
Wir erkennen ohne Weiteres, dass ausser den n — v — /t in- 
finitesimalen Transformationen Qr+gy-i -{- ^^H-^i) Qu ^ocb 

y— 2 ^ + 1 — n + v + f* 

unabh. von der folgenden Form vorkommen müssen: 

(37) T =22 ^''''^•''' +2 ^^^^ +2 '^+^^-* ^^+*^-^- 

11 1 1 

Wir fragen weiter: une viele unahh. solche Transfannationen können 
vorkommen? 

Es ergieht sich nun: 



(38) iQ,,T) 



-^^*ai,fQi-^aiBi„ 



-J 



Orfjy-iiJH-V-i.^j 



1 



(«,., («*, T)) - + 2^ <h,9^i.<i. (Qx ^ q) , 



1 



{Qf., (Ö«., («e, 2'))) 22«'.*Ö<. 

Da nun nach Voraussetzung keine infinitesimalen Transforma- 
tionen von der Form (35) vorkommen dürfen, so folgt: 

ai,^ «=»0 an Zahl: v(n — v — 2fi), 
«H-Äy-i,? + »flr+«/.? = ^^P- •• fi (n — 1/ — 2(*). 
In Folge dessen folgt aus (38), dass auch Transformationen von 
der folgenden Form vorkommen: 

1 1 

Durch Combination dieses Ausdruckes mit — Qq erhalten wir aber 
den Ausdruck (35); es sind demnach die weiteren Bedingungen zu 
erfüllen: 
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äa = 0; a,44y_i = 0; an Zahl: v + (* • 
Wegen 

ergiebt sich ferner : 

aa,,+2/-i + »öii,H-V' an Zahl: v • f*, 

unabhängige Bedingungen. 

Wir erkennen aus dem Vorangehenden, dass wir ausser den 
gegebenen Q nur B ohne additive Glieder erhalten und zwar genau 
die Rotationen (21) auf pag. 19. Es ergiebt sich demnach für c 
ganz dieselbe Zahl wie dort: 

Wir erhalten nur dann Untergruppen der verlangten Art, wenn 
<i ^ r oder: 

oder: 

(39) (t/ + f*-l) {n^v-iC)^ ^^^^^^ -1. 

Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle: 

I. fi «a 0. Dann muss sein: 

(v — 1) (n — v) < — 1 . 

Diese Bedingung wird nur f Qr i/ <» erfüllt. Der Fall i; =» 0, 
^ OB ergäbe aber alle Q und also auch alle R , also sämmtliche 
Transformationen der Gruppe (30). 

II. f« > 0. Jedenfalls muss sein: 

V < n — 2f*, 
also: 

n — V — (i "> ^, 

Setzen wir dies in (39) ein, so muss um so mehr sein: 

oder: 

/i(2r + f*— 3)< — 2, 

oder um so mehr: 

2v + f* — 3^ — 2 
oder: 

2i;^l - (t. 
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Hieraus folgt ohne Weiteres, dass es für /t > 1 keine Untergruppen 
der verlangten Art giebt 

Für (* -» 1 folgt v = und wegen (39) n > 3, femer folgt <y = r. 

Wir erhalten demnach die folgende ( ^ J" + l)-gliedrige Unter- 
gruppe der Gruppe der Eugel im B„ (n>3): 



<?,+ 


»^2. Qt, 


■Kl,«. 


^i,f 


+ 


*-B«,ey 


Rq, 


.et 




(9,«i, 


9j = 


3.4, 


• • • 


>n) 







Diese Untergruppe lasst rc, -f- «o;, = inTariant. Diese ebene Mn-i 
berührt die Null- Jf » , . 

Die erhaltene Untergruppe ist mit jeder grossten Untergruppe, 
welche irgend einen Punkt der Eugel invariant lasst, gleichberechtigt. 
Es wird sich zeigen, dass wir eine solche, gewissermassen allgemeinere, 
Untergruppe auffinden. Daher betrachten wir die erhaltene Unter- 
gruppe nicht als Typus einer grossten Untergruppe. 

2) 1/ + 2(* = » — 1 . 

a) fi c» 0. Wir betrachten also nur die infinitesimale Transfor- 
mation Qn als gegeben, während keine infinitesimale Transformation 
von der folgenden Form vorhanden sein soll: 

i 

In Folge dessen erhalten wir in diesem Falle keine Untergruppe 
mit mehr als ^^^J" ^ + 1 Parametern. 

—— — - -J- 1 j-gliedrigen Untergruppe sind nun 

sicher infinitesimale Transformationen von der folgenden Form vor- 
handen : 

T=Rx,,x,+^axQx (A,, Aj - 1, . . ., n - 1). 



Es ergiebt sich aber: 



«— 1 



(Qn,T) ^aiÄ, 



1 

»-1 



(Qn,(Qn,T))~ ^aiQx. 
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Also ist ajt e= und es kommen in der gesuchten Untergruppe 
die folgenden Rotationen vor: 

Da wir immer n > 2 voraussetzen , so kommt also jedenfalls Bi^ 
vor. Yernachlässigen wir ferner den Fall n «» 3, da wir im B^ nicht 
nur viergliedrige, sondern auch eine fünfgliedrige Untergruppe erhalten, 
so können wir in folgender Weise verfaiiren: 

Es müssen infinitesimale Transformationen von der folgenden Form 
vorhanden sein: 

w-l 

1 

Durch Combi nation dieses Ausdrucks mit 

erhalten wir jedoch: 

K Qi^ — *^ öi. • 
Also muss sein: 

Nun ist aber: 

folglich muss sein: 

Wir erhalten demnach die folgende \ I' + iVgliedrige Unter- 
gruppe (n > 3): 



(40) 



Qnf Ql + Bx^nf Bx^^i^ 

(A, Aj, A2=l, . . .,» — 1) 



Diese Untergruppe lässt den Punkt rci = 0, a;« = + 1, welcher 

n 

auf der Kugel^Ja?/ = 1 liegt, invariant (vergl. pag. 33 oben). 



1 



b) /t > 0. Wir betrachten also in diesem Falle die folgenden in- 
finitesimalen Transformationen als gegeben (j «=> 1 , . . . , fi) : 

und 

während keine infinitesimalen Transformationen von der Form: 

1 1 

vorkommen sollen. 
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Wir werden zeigen, dass dann auch keine infinitesimalen Trans- 
formationen von der folgenden Form vorhanden sein dürfen: 

1 1 

1 1 

1 1 
In der That, es ergiebt sich: 

l 1 

(Qn, {Qn, T)) - ^x aiQi-^2}'^»-' ^'+»'-»' 

1 1 

folglich muss sein: 

a;i = 0, a,4j/_i«=»0. 

Ferner ergiebt sich in Folge dessen: 

■= 2^/t ay+2i-i, i4-Vr-i ö»+«>^i — ^/ ö2,H-«/-i ft» 
1 1 

folglich muss auch sein: 

Damit haben wir wirklich gezeigt, dass eine Transformation von 
der Form T nicht vorkommen kann. Es kommen also sicher wenigstens : 

»^v + n + ^iia^ + v-ii. 

imabhängige infinitesimale Transformationen nicht vor, während in 
den gesuchten grossten Untergruppen höchstens n — 1 unabhängige 
nicht vorkommen dürfen. Wir erhalten demnach die Bedingung: 



^ + f*+ ^^r^^ +i;.ft^n-l 



oder: 



2 



oder da i; + 2(* = n — 1 : 



oder: 



(2v+p)(^+l)^2(n-l) 

(2i;+,t)(^ + l)^2(r+2^) 
ft(2v+;t— 3) <: 0, 



3 



(: 
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also umsomehr: 

oder: 

2v^S — (i. 

Hieraus folgt ohne Weiteres, dass es für ft > 3 keine Unter- 
gruppen der verlangten Art giebt« 

Es bleiben also nur die folgenden Falle übrig: 

a) /t — 1, v = 0, «•=!, n = 3, also: »^n — 2, 

ß) /t = l, v = l, «' = 3, n = 4, also: «• = n — 1, 

y) /t = 2, iz — O, «- — 3, n = 5, also: -S-^n — 2, 

d) /t — 2, i/ = 0, «-«»e, n — 7, also: «• — n — 1. 

In den Fällen a) und 7^) erhalten wir demnach vermuthlich nicht 
nur Untergruppen mit ^ — ^ + 1 Parametern, sondern auch solche 
mit einem Parameter mehr. In diesen Fallen verzichten wir eher darauf, 
die Untergruppen mit <!^ + 1 Parametern zu bestimmen. 

a) v — 0, ft=«l, -^—1, n — 3. 
Es kommen die folgenden infinitesimalen Transformationen vor: 

während Q^ nicht vorkommen soll. 

Erhalten wir in diesem Falle wirklich eine fOnfgliedrige Unter- 
gruppe, so muss dieselbe infinitesimale Transformationen von den 
folgenden Formen enthalten: 

Es ergiebt sich nun: 

(^3, («31 -Bl,2 + «1.2C,))- «M«l; 

also: 

ai,a -» . 
Femer: 

iQi} ^1,3 + ai.zQi) ~ — ^1 -" «1,8U|,S, 
also: 

Wir erhalten demnach die folgende fünfgliedrige Untergruppe der 
sechsgliedrigen Gruppe der Kugel x^^ + rcj^ + ^3^ = 1 i^i -Bs^i 



(41) I Qi + JQt, Qz. B,^s -f JR^zj J?i,«, ^1 + Ri,z 



Diese Untergruppe lässt die gerade Linie x^ -|- ix2 *»■ 0, ^ «= -|- 1, 
welche auf der Eugel liegt, invariant. Natürlich ist entweder das 
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positive oder das negative Zeichen zu nehmen. Dem entspricht, dass 
entweder eine Erzeugende der einen Schaar oder eine der anderen 
Schaar invariant bleibt. 

ß) v—1, (* — 1, «- — 3, w = 4. 

kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der 
Form: 

Äi Qi + «2 ^2 + <ll,2Bl,2. 

Dann enthalt die gesuchte siebengliedrige Untergruppe sicher in- 
finitesimale Transformationen von den folgenden Formen: 

A,8 + «1^1 + ^2^2 + Öl,2-Bl,«7 
A,3 + &lC, +62Ö2+»1.2-Bm, 

i?i,4 + c^Qi + C2Q2 + ci,«-Rm, 

lA,4+rflCl + ei2«2 + A,lÄ.«. 

Es ergiebt sich nun: 

(^4; -^1,8 +•••) = — a|2{i,4 — (l2Bi,Ay 
(Qu («41 -B1.3 +•••))- «, C, + «2021 

also: 

ax «= 0, aj — 0. 

(QiAQif Ä,3 + --0)-6iC, + 62^2; 

also: 

(Ö2 + *C8> -81,8 + ai,2JBi.2) = — ai,,öi — »Co 

(^2 + »ft, Ä,8 + &1,2Ä,«) - «3 - »«2 - 6l.«(?l, 

also: 

ai,2 — — ij 61,2 = 0. 

Es kommen demnach die beiden infinitesimalen Rotationen vor: 
Es ergiebt sich ferner: 

(222,87 ül,4 +•••)— — Cj^s — Ci,2-Kl,S» 

also: 

(^41 ^1.4 + c, Qt) Ö, - qCi.4, 

also: 

(«2 + iQzf A.4+ • • •)- Ö4-dl(Ä,2 + iBM)-id2Ä.8~rfi,2Cl, 

also: 

di.2 — 0. 
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also : 

also: 

Wir erhalten demnach nur die folgende siebengliedrige Untergruppe 

4 

der lO-gliedrigen Gruppe der Kugel ^ x/^ = 1 im U4: 



(42) 



Ö2 + *Ö3> Ö41 ■B8,4+iiJs,4, JB2,8, ■Bi,2+iÄ,S» öl+-ßl,4, §2+^,4 



Diese Untergruppe lasst die gerade Linie a^i «== 0« ^2 4* ^^3 °^ ^^ 
074 "» + 1 resp.^ welche eine Erzeugende der Eugel im B^ ist, invariant. 

y) v = 0, fft«=2, 'd' — S, n = 5. 

■Bl,8 + *.B2,8 + *(-ßl,4 + *JB2,4) 

kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der 
Form: 

«1 öl + «8^3 + «1,8 Um- 

Dann erhält die gesuchte 12-gliedrige Untergruppe sicher in- 
finitesimale Transformationen von den Formen: 

Bi.t + «1 Öl + «3 03 + ÖI.3ÄM; B8,4 + 61 öl + 63 Ö3 + KsBl^Z. 

£8 ergiebt sich: 

(Q,f (Ö5. -Bm + • • 0) - «lÖl + «3Ö3, 

also: 

«1 =3 0, «3 ■=* 0. 

(Ö5,(Ö5,-B8.4+--)) =6,01 + 63 03, 

6^ = 0, 63 = 0. 
(ög + »Ö41 -Bi,2 + ai,8iJi,8) = — ai,sÖi y 

(Ö, + iÖ2, B,,, + 6i.8Ä,3) - 61.8Ö1, 

»1,3 = 0, 6i,8 «» 0. 

Demnach kommen die infinitesimalen Rotationen JBi,2 und Rs^a vor. 

Femer müssen infinitesimale Transformationen von den folgenden 
Formen vorkommen: 

Blfi + Ci öl + ^8 Ö3 + Ci;tBiy, i?3,6 + rfi öl + ds Ö3 + *,8Bl,8. 



also: 



also: 



also: 



also: 



Gruppentheorie für Gleichungen 2. Gradea mit n Veränderlichen. 39 

Es ergiebt sich: 

(■83.4, i?i,5 H ) = — C2Q4'- Ci^züi^i] 

€^ = 0, Ci,3 — 0. 

Analog weist man durch Combination von Rs^ ^ . . . mit Bi^2 
und Q5 nach; dass: 

Demnach kommen die folgenden infinitesimalen Transformationen 
vor: 

Schliesslich müssen infinitesimale Transformationen von den folgen- 
den Formen vorkommen: 

Ä,3 + e,Q,+ e,Q, + 61,3^1,3; Bm + fiQi + f.Qs + /i.3Bi^. 
Es ergiebt sich: 

(«5,(05.^,3 + .••)) =^101+^3 03, 

Cj — 0, C3 = 0. 

(Qz + iQif ^«^ + «1,8^1,3) = — Ö2 — «1,3 öl, 
also: 

Ci,3 = — i. 

Analog weist man durch Combination von Ri^^ ^ . . . mit Q^ und 
Qi +^^2 nach; dass: 

Demnach kommen die folgenden infinitesimalen Transformationen 



also: 



vor: 



und folglich auch: 



Ri^ + *-B«,3, Rifi + iRi,4. 



Rl,i + iR2,4- 

Wir erhalten in Folge dessen die folgende '12'gUedrige Unter- 

5 

gruppe der 15-gIiedrigen Gruppe der Kugel ^/ x/^ = 1 im 225 : 



(43) 



Qi+iQ„ Qz+iQi, «6, Rifi+iü^fi, Bifi+ilki, IiiA+iIi*fi, 
Bi,i -\- ilii,*, Iiifi-\- iRi,i, üi,j, Rs,*, ^1 + ^1,6, Qft -\- -Rsj- 
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Diese Untergruppe lasst die ebene Jlfj: 

a?, + ix2 = 0, a?3 + ix^ — 0, «i -=» + 1 
resp.^ welche eine Erzeugende (grÖBste ebene Mannigfaltigkeit) der 
Eugel im B^ ist, invariant. 

i) v — 0, f* — 3, d = 6, n — 7. 
Ui,8 + i ^^2,8 + i (-Bi,4 + i -82,4) I -Bi,6 + ♦ Ä^ + ♦ (iJi.e + ♦ ^fi) , 

J28.6 + i Bifi + i ( JB8,6 + * -84,6) 

kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der Form : 

Dann enthält die gesuchte 22-gliedrige Untergruppe sicher in- 
finitesimale Transformationen von den folgenden Formen: 

£s ergiebt sich nun: 

(07, {Qu -Bi,2 + T)) = «!«, + a,Q, + a,Q,, 
also: 

«1 = 0, a3 = 0, aj = 0, 
folglich : 

{Qs+iQiy -Bm + 2^) = - ai,3«i + «».5Ö5, 
also: 

«1,3 = 0, 03,6 = 0, 

folglich: 

(ft+iÖei Ä,2 + 2^) = - ai.5 <?, , 
also: 

öl,5 = . 

Demnach kommt Bi^% vor. Analog zeigt man, dass auch B^i und 
E5,6 vorkommen. 

Femer ergiebt sich: 

(I?3,4, -81,7 + T) = — a^Q^ — ai^iRi^i — as,6-B4,6> 

(iJl,2, (It8,4, i2l,7 + I^)) =" ai,3i{2,4> 

[225,69 (■B8,4> Ä,7 + T)j =» dSfiltifi) 

also: 

ai.3 = 0, a8,6 = 0, «3 = 0; 
folglich : 

(B5,6, i?l,7 + ^) "= ■— 0^6 Ö6 ^ Öl^-Rl^, 
(2tl,8, (U6,6> A,7 + ^)) "= «1,682,«, 

also: 

«1,6 — 0, «5 — 0; 
folglich: 
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also: 

ai «= + 1 . 

Demnach kommt Qi + üi,7 vor. Analog zeigt man^ dass auch 

Qz + -^3,7, öö + -ßö,7 vorkommen. 
Femer ergiebt sich: 

(Ql. (07; A.8 + T)) = a, Öl + «3 Ö3 + «5 05. 

also: 

^i—O, 03 = 0, Os = 0; 
folglich : 

also: 

ai,5 «= 0, as^ = 0; 
folglich: 

(03 + i«4, ^2,3 + T) 02 - «MÖl, 

also : 

«M "= "" *• 

Demnach kommt i2i^ + iiZs^a vor. In analoger Weise findet man 

die übrigen infinitesimalen Transformationen der gesuchten Untergruppe. 

Wir erhalten schliesslich die folgende 22-gliedrige Untergruppe 

7 

der 28-gliedrigen Gruppe der Kugel ^/ Xj^ =»1 im B^: 

1 

Qx+iQ2. Qz + iQif Q, + iQ,. Ql. Bl.7 + »^2,7, J23,7+iÄ,7, B5.7 + iJB6.7, 
Ul,8+iül,4> A,3+»JBj,4, JBi,S+*^2,3, -Rl,6+iÄ,6> -Bs^S + tBg,«, J?i,5 + iiis,5, 
i?S,5 + i-R»ri6i -BIjÖ+^-BM) -Rs^S+^-Ri,»! ül,2 j -83,4, i?5,C, Ö|+-Rl,7> fti-B»»? 

Ö5i-B3.7' 

Diese Untergruppe lasst die ebene M^: 

^1 + *^2 "= 0^ *s + *^4 = ^> % + •^6 *= ^> fl?7 «=3 + 1 resp., 
welche eine Erzeugende (grSsste ebene Mannigfaltigkeit) der Kugel im 
Bj ist, invariant. 

3) v + 2f»««n. 
Von den infinitesimalen Transformationen ^j Oi Qi kommen also 
n^ di. folgend» ^^^^^ ,or: 

Die Anzahl der unabhängigen infinitesimalen Rotationen, die vor- 
kommen können, ist nach dem Früheren (pag. 19): 
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Anderseits müssen: 

unabhängige infinitesimale Rotationen in den gesuchten \ I" +V" 

gliedrigen Untergruppen vorkommen (vergl. den pag. 21 angeführten 
Satz). 

Wir erhalten nur dann Untergruppen der verlangten Art, wenn 
<y ^ r, also wenn: 

oder: 

f^(f^+ ■- 2(v+fi) (n-v— fi) ^ 2(1 — w) 



oder da: 



oder: 



w = 1/ + 2fi: 
^(^+1) — 2(i(i/ + fi)>2 — 2v — 4(i 

|(5-p) + ,,(1-^)^1. 



Hieraus folgt ohne Weiteres, dass wir für (i > 4 keine Unter- 
gruppen der verlangten Art erhalten. Es bleiben, wie man leicht 
verificiren kann, nur die folgenden Fälle übrig: 

I. fiB= 1, V beliebig, n beliebige 

IL fi = 2, i/=»0, n = 4, 

III. fi = 2, v=l, n«=5, 

IV. ft = 2, i/ = 2, n = 6, 
V. fi = 3, i; = 0, » = 6, 

VI. (ft = 3, v=l, n=7, 
IVII. fi = 4, i; = 0, n«=8. 

Die Fälle IV, V und VII können wir ohne Weiteres ausschliessen, 
denn bekämen wir in diesen Fällen Untergruppen der verlangten Art, 
die mit den bereits bekannten nicht gleichberechtigt wären , so müssten 
wir auch besondere Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe 
des B^ und B-j erhalten haben. 

I. f(«= 1, V beliebig, n beliebig. 

Qn^i 4~ iQn ist allein bekannt, dagegen darf keine infinitesimale 
Transformation von der folgenden Form vorkommen: 

T ^ «j §j + a2 62 + * ' • "H ^«»-1 ö*»-i • 
Daher erhalten wir keine Untergruppe mit mehr als ** ~ ^ + 1 

Parametern. In Folge dessen können wir n > 3 voraussetzen. 
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Dann müsste sicher eine infinitesimale Transformation von der 
folgenden Form vorkommen: 

JBi,^i + r (A=l,2, ...,n-2). 

Nun ergiebt sich: 

{— Qi — öti(JBi,ii-i+»-Bi,«) — • • • — a»-.8(jB»-2,,_i+ii?»-2,«)l 
— «aM-iiZn— 1,»9 j 

l— iün-l {Qn — i öi»-l) -^ 

Demnach müssten die infinitesimalen Rotationen: 

Bz^n-i + iiJji,, (A«= 1, . . ., w — 2) 

vorkommen. Dann müssten aber, der ersten der obigen Relationen 
zufolge, auch infinitesimale Transformationen von der folgenden Form 
vorkommen: 

Qi + bxBn^i^n (A = l,...,n-2). 

Aus zwei solchen Transformationen kann man jedoch eine von 
der folgenden Form herleiten: 

ca.ft, + ^i,öi, (Ai,Aj = l,.. .,n— 2). 
Eine solche infinitesimale Transformation kommt aber nach Voraus- 
setzung nicht vor. Demnach erhalten wir in diesem Falle keine Unter- 
gruppe der verlangten Art. 

II. f* = 2, v = 0, n = 4. 

Qi + iQ2f 03 + iHif A,3 + i A^ + i(-Bi.4+i A,4) 
kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der Form: 

In der gesuchten 7-gIiedrigen Untergruppe kommt sicher eine 
infinitesimale Transformation von der folgenden Form vor: 

r^ ai,j2ti,2 + ai,3i?i,s + «1 öl + 0^3 öa- 
Nun ergiebt sich: 

(Qx+iQ^AQ. + iQi, T)) <= at,,B,,»-a^{Q,+iQ,), 
(Qi-i-iQi, {Qi+iQi, T)) = o,,s(iJ,^+»Ew) - ia,(Ö2-»e,), 

l — «s(Öi + »Ci). J 
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Nehmen wir ai;^ ^0 an, so folgt hieraus, dass: 

1^8,41 jBi,3 + tÜ2,3| Ä,4 + iJ22,4| -Bl,« 

und in Folge dessen auch Q^ Torkommen müssten; Q^ kommt aber 
nach Voraussetzung nicht Tor, also ist a^^ »= 0. 

Demnach muss eine infinitesimale Transformation von der Form: 

r, = ÜM + a,Ci + a3C3 
vorkommen und ganz analog zeigt man, dass auch eine von der Form: 

vorkommen muss. Es ergiebt sich: 

(J,, T^) h,Q^ + «3 04 + (ai63~«86i)^i.8. 

Combiniren wir nun (T, , Tj) ganz auf dieselbe Weise mit öi + » Ö2 
und Q^-^-iQj^ wie oben T^ so erkennen wir, dass analog sein muss: 

ai&3 — o,^\ ■= 0. 
Dann wäre 

also ist auch: 

61 = 0, «3 «= 0. 

Folglich muss auch a^ «s und 63 *» sein, denn es ergiebt sich: 
(Öi+iÖj; Riß+<^iQx) - ft - *«! - *ai^i,2, 

(Öa + ^ft; ii8,4+63Ö3)-ft-i«8-iM8,4. 

Demnach kennen wir von der gesuchten T-gliedrigen Untergruppe 
die infinitesimalen Transformationen: 

Qi + iQ^y ft + iQi7 Bi,«, -Bs,4, üi^ + tÄ.8 + i(-BM+tÄ.4). 

Femer muss eine infinitesimale Transformation von der folgenden 
Form vorkommen: 

T ^ ax^zRxj^ + 03,3 A,8 + ö^i öl + ^ft • 

Es ergiebt sich: 

(■Bi,2, (^1,2, T)j «a — ai,3JBi,3 — a2,8i28,s — o^iQn 

(JB3.41 (üs,4, T)j = — - ai,8JBl,3 — 03,8128,8 — «sös; 

also: 

a, "= 0, a, 0= 0. 

(Öl + »Ö2> Ol,8JBl,8 + aj,3 A.8) -= 01,3 Ö3 + i «8,803* 

also: 

01,8 + ia^^ = 0. 

Demnach kommt £1,3 4- «'•Rs.s und folglich auch 22],4 -f* ^1^8,4 ^o^** 
Analog zeigt man , dass auch i2i,3 + iüi,4 und ^,3 -|- iiZs,4 vor- 
kommen. 
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Wir erhalten in Folge dessen die folgende 7-gliedrige Untergruppe 
der 10-gliedrigen Gruppe der Kugel ^/ ^? = 1 ^^ ^h" 



Öl+*Ö2; Ö3+*ft> -Rl,2> -Rm, -Bl,S+i-B2,8i Ä,4+*iiM» -Bl,S+iÄM« 



Diese Untergruppe läset die ebene M^\ 

a?, + trc «=0, 0:3 + ia?4 = 

invariant. Diese M^ hat mit der NuU-Jlfj^ eine Gerade gemein. Die 
erhaltene Untergruppe ist eine mit der Untergruppe (42) gleichberechtigte 
und nicht als ein neuer Typus zu betrachten. 

in. fi"»2; 1/=-!, n = 5. 

«2 + ift, ft + »%, Ä,4 + ii28,4 + i(B2,5+i-Bs,5) 
kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der Form: 

In der gesuchten 12-gliedrigen Untergruppe muss eine infinitesimale 
Transformation von der folgenden Form vorhanden sein: 

T^ ^ 02,3-^2,3 + öi,2i?l,2 + 6(1,4 -^1,4 + ^M-^»*' 

Es ergiebtsich: 

(ft+ift , T,) aMÖ, - 02,4 02, 

also: 

ai,4«=0, 02.4 «=0. 

(Ö2 + »Ö8; a2^Ä,8+aMÄ.2) = a2.3(Ö3-»Ö2) — «M ft > 

also: 

«1,2 = 0. 

Folglich kommt IJs^ vor; analog zeigt man, dass auch £4,5 tor- 
kommt. 

Femer muss eine Transformation von der folgenden Form vor- 
kommen: 

Tj ^ 6m ^1,2 + 61,4 i^M + 62.4 A,4 + 64Ö4- 
Es ergiebt sich: 

(-B2.31 ^2) ■=* 61,2 Ä,8 — 62,4Ä3,47 

also: 

6m — 0, &,.«-: 0. 
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also: 

61,4 = 0. 

Demnach müsste Q^ vorkommen^ was der Voraussetzung wider- 
spricht. Wir erhalten daher in diesem Falle keine Untergruppe der 
verlangten Art. 

IV. f* = 3, V — 1, n = 7. 

Q2 + iQzf Qi + iQ,^ Qo + iQi 

kommen vor, dagegen keine infinitesimalen Transformationen von der 
Form: 

«löi + «2^2 + «4Ö4 + 0^6 öe- 

Tn der gesuchten 22-gliedrigen Untergruppe muss eine infinitesimale 
Transformation von der folgenden Form vorhanden sein: 

-, . J 02,3^,3 + Ö1,2Ä,2 + Öl,4-Bl,4 + «1,6 -81,6 + (h,iRi,i + (h,B Ä,6 ) 

* 1 + «4,6 ^4,6 - j 

Es ergiebt sich: 

(04 + iQsf T,) ai,4e, - 02,4 <?2 + «4,6^6, 

also: 

«1,4 = 0, 02,4 = 0, «4,6 = 0; 

folglich: 
also: 

«1,6 «=0, 02,6 = 0. 

folglich : 

(62 + iQz> T,) = a2.3(ft-»Ö2) - «1,201, 

also: 

Oi,2 — 0. 

Demnach kommt JR^^z vor; analog auch B^^^ und i^e,?* 
Femer muss eine infinitesimale Transformation von der folgenden 
Form vorhanden sein: 

{ 6l,a -R1.2 + 61,4 -Rl,4 + 61,6 jBi,6 + 62,4 Ä,4 + &2,6 ^2,6 + 64,6 Ä.Ö \ 

Es ergiebt sich jedoch: 

(^2,3, ^2) == — 61,2^1,2 — 62,4^3,4 — 62,6-88,69 

also * 
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folglich : 

also: 

&i,4 = 0, 64,6 = 0; 
folglich : 

also: 

61,6 = 0. 

Demnach müsste Q^ vorkommen, was der Voraussetzung wider- 
spricht. Wir erhalten daher auch in diesem Falle keine Untergruppe 
der verlangten Art. 

Damit haben wir die Bestimmung der grossten Untergruppen der 
Gruppe (30) vollständig und streng durchgeführt. 

Wir haben nur noch zu zeigen^ dass die früher erfolgte Auf- 
stellung der grossten Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe 
richtig ist (vergl. pag. 26 u. 27). Zu diesem Zwecke brauchen wir nur 
die Formeln (31) auf die Untergruppe (40—44) der Gruppe (30) 
anzuwenden. Man überzeugt sich leicht^ dass der grossten Unter- 
gruppe, welche einen Punkt der Kugel invariant lässt, die Gruppe 
aller Äehnlichkeitstransformationen entspricht. Ebenso entsprechen 
sich die gefundenen 5-, 7-, 12- und 22-gliedrigen Untergruppen der 
Gruppe der Eugel und der conformen Gruppe. Jede der Formeln 
(40—44) giebt eigentlich zwei Typen von Untergruppen, jenachdem 
man entweder das positive oder das negative Zeichen wählt. Durch 
Anwendung der Formeln (31) zeigt sich jedoch, dass der Vertauschung 
des positiven mit dem negativen Zeichen , die Yertauschung der Trans- 
lationen Pi mit den Circulationen d in der allgemeinen conformen 
Gruppe entspricht. Demnach brauchen wir nur das eine Zeichen zu 
berücksichtigen. 

Wir erhalten als Endresultat unserer Untersuchung das folgende 
Theorem: Die conHnuirliche projedive Gruppe einer Fläche 
zweiten Qrades mit nicht verschwindender Determinante im n-fach aus- 
gedehnten Baume besitzt, wenn n <= 4 oder n > 5 vorausgesetzt wird, 

keine continuirliche Untergruppe mit mehr als — ^-r — - + 1 Parametern. 

Und zwar ist jede grösste Untergruppe dadurch charakterisirt , dass sie 
einen bestimmten Punkt der F^ invariant lässt. Nur für n «:= 4 und 
n B» 7 erhalten wir noch einen zweiten Typus von grossten Untergruppen, 
welche dadurch charakterisirt sind, dass bei ihnen eine grösste ebene 
Mannigfaltigkeit der F^ invariant bleibt 
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Für n = 3 und w = 5 erhalten mr dagegen Untergruppen mit 
einem Parameter mehr und diese Untergruppen sind wieder dadurch 
charaJcterisirt , dass bei ihnen eine grösste ebene Mannigfaltigkeit der F^ 
invariant bleibt. 

Zum Schlüsse sei noch bemerkt , dass Lie die grössten Unter- 
gruppen der projectiven Gruppe einer Fläche zweiten Grades im 
Ü3, R^ und R^^ wie auch die gr5ssten Untergruppen der conformen 
Gruppe im R2, R^ und R^ schon früher, allerdings auf andere Weise, 
bestimmt hat (vergl. Abhandlungen der G«s. d. W. zu Christiania 1885). 

Leipzigs im Januar 1889. 
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